Los costes de la produccion

PROBLEMAS RESUELTOS

2.1. Dada la funcion de produccion x = x(F,,F,) = F, - F,, en la que F, y F, son los facto-
res productivos, determine:

1.° La funcién de costes a largo plazo, sabiendo que los precios de los factores F, y
F, son, respectivamente, p,=8 u.m.y p,= 40 u.m.

2.° La funcion de costes medios a largo plazo.

3.° La funcion de costes marginales a largo plazo.

4.° Analice como son los rendimientos y los costes de produccion.

Solucion

1.° Los costes a largo plazo vendran dados por una funcion, C;, = p\F, + p,F,, la
cual recoge el conjunto de puntos de minimo coste necesario para obtener cada
cantidad de producto (resolucion del problema primal de equilibrio del produc-
tor), dada una funcién de produccion, en este caso x = F - F:

Cip=p.F,+p,F, = C,p=28F, +40F, (ambos factores productivos, F, y

F,, son variables). Minimo C,, =8F +40F
Es un problema de optimizacion condicionada { 4%
s.a: x=HK K

Formemos la ecuacion de Lagrange: L(F,, F,, 1) = 8F, + 40F, — A(F, - F).
Derivando L(F,, F,, A) respecto a F;, F, y A, e igualando estas derivadas a 0,
obtendremos las condiciones necesarias de extremo relativo:

WBEEL g jp_g o 2=
F, ? 2 8 40 40-F,
>—=—=F= =5k
LEEAN 4o apoo - 2% B F 8
oOF, 1 K
WZ_E.BZX = E.B:x

Resolviendo el sistema

F=5F ,x /x
5-F = F == EF=5]==45
{FI-F;=X = Y =X = h 5 y 5 3 X

son las funciones de demanda de los factores productivos.
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2.°

3.°

4.°

Sustituyendo en C,, = 8K + 40 F¢ las funciones de demanda obtenidas, ten-

dremos la funcion de costes a largo plazo: C,, = 8/5x + 40\/§ =16/5x

(Cumple la condicion suficiente de minimo relativo, & L(F,, F,, A) > 0?

d’L(F,F,A) = 2AdFdF,

F
F-E=x = di=FdE+FdF5FL=0 = dFlz—F‘sz
2

4 K
dZL(Fl,F2,/l) = 2AdFdF, = —2~—O~ --LdF, |dE, 8—0(a’l§)2 >0 VE>0
K E E

— —_—
A dR
La condicién suficiente de minimo relativo se verifica.

De forma que la funcién de costes a largo plazo es C;p = 164/5x

La funcién de costes medios a largo plazo, CMe,,, se obtiene del cociente

C
—: CMeyp = Cfy _ G _16¥5x_q [5
X X X X

. . 5
La funcién de costes medios a largo plazo es CMe,;, = C}» = 16\/:
X
La funciéon de costes marginales a largo plazo, CMg, ,, se obtiene derivando la
., d f
funcion de coste total a largo plazo: % =CMg,, =Cj, =8 Bl
X X

La funcién de produccion x = x(F,, F,) = F, - F, es una funcién homogénea de
grado 2 > 1, por lo que los rendimientos son crecientes a escala y, como conse-
cuencia, un aumento proporcional de la cantidad empleada de los factores pro-
voca un aumento proporcionalmente mayor de la produccion y, por tanto, un
aumento proporcionalmente menor de los costes.

En efecto, la funcion de costes a largo plazo calculada anteriormente es

C,, = 163/5x. Si, por ejemplo, se duplica la produccién, C,p(2x) = 1642 -5x =
=J2-165x =2 -C,, (x), los costes se multiplican por ~/2 , creciendo en me-

nor proporcion que la cantidad producida.
Las curvas de coste total medio a largo plazo, CMe;, = C;p = 16\/7 , y coste
X

. 5 . .
marginal a largo plazo, CMg,, = C/, = 8\/: , son decrecientes y por ello tienen
pendiente negativa. X

El coste marginal a largo plazo es inferior al coste total medio a largo plazo,

CMg,, = 8\/E < 16\/E = CMe;p.
X X
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2.2. Dada la funcién de produccién de una empresa x = x(F,, F,) = F2 - F2y los precios
de los factores productivos p, = 10 de F, y p, = 20 de F,, calcule la maxima cantidad
de producto que puede obtenerse con un coste igual a 10.000 unidades monetarias.

Solucion
Maximo x = F*F’
El problema (dual) consiste en: A, 5
s.aa. 10K +20F =10.000

Formemos la ecuacion de Lagrange:
L(E,B,p)= F°F — u(10F +20F - 10.000)

Condicién necesaria de extremo:

MZQFFz—lQu:O :>u=ﬁ
0f o 10 2EF?  2FEF:
Su="r2 ="l 5 F=2F
OL(F, . : v
LE&E»“ 2 2BE
— =" =2FEF"—-20u=0 =50
o 20 H =H 20
w = —(10F + 205 —10.000) = 0
u

Sustituyendo F, = 2F, en la funcién de costes 10F, + 20F, = 10.000

E =250

40F, = 10.000 =
F =500

Para que el punto (500, 250) sea un maximo, se debera verificar la condicion
suficiente de maximo, @*L(500, 250, 1) < 0

FL(F.F.p) = 2FdF +2 - ARRdFdF, + 2FdF;

1 =
10dF +20dF, =0 = dF, =~ dF,

2 2
PL(R. o) <2 A +$FFAE - LR 267 ar) =(2Ff— 4F1F2+F71def
P a5

2
5020 JdFlz = -25-10dF? < 0

d*L (500,250, 1) = (2 +250%—4-500 - 250 +
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Se verifica, y por tanto se trata de un maximo.

Finalmente, sustituyendo en la funcién de produccién, la maxima cantidad
de producto, x = x(F,F) = F? - F, que se puede obtener con el coste de 10.000
unidades monetarias es: x = 2 - FZ = 5007 - 250> = 15.625 - 10° unidades.

2.3. Dada la funcion de costes totales a corto plazo de una empresa:
C;(x) = x® — 12x% + 48x + 98

1.° Determine el volumen de produccion en el minimo de explotacion (6ptimo téc-
nico).

2.° Determine el volumen de produccién en el éptimo de explotacion (maximo téc-
nico).

3.° Determine el intervalo en el que los costes marginales son crecientes.

4.° Compruebe que en el minimo de explotacion la funcion de costes totales tiene
una recta tangente que pasa por el punto (0, 98), cuya pendiente es igual al cos-
te variable medio.

5.° Compruebe que en el 6ptimo de explotacion la funcién de costes totales tiene
una recta tangente que pasa por el punto (0, 0), cuya pendiente es igual al coste
total medio.

Solucion

1.° En el minimo de explotacion se verifica la igualdad CMg = C,Me

3_ 2 x:6
30— 2y 148 =X 12X HAY o o iaso 5 ,
— X ——— x=0 (solucién despreciada)
g v Me

También se puede obtener calculando el minimo de C;,Me = x* — 12x + 48

Condicion necesaria M =2x-12=0 = x=6
X
2
Condicion suficiente % =2 > 0. Es un minimo.
X

Asi pues, la empresa produce en el minimo de explotacioén para un volumen
de produccién de 6 unidades de producto.
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Los costes de la produccion

Cr=x>—12x>+48x + 98

CMg=3x>-24x+48

Cr=98
w,ﬁ— 12x +48
0 6

Minimo de explotacion

X

2.° En el optimo de explotacion se verifica la igualdad CMg = C, Me

x*—12x% +48x + 98
X

3x? —24x+48 =

=x2—12x+48+%

= x=7
X

CMg
CrMe

CrMe

La empresa produce en el 6ptimo de explotacion un volumen de produccion

de 7 unidades de producto.

CMg=3x>-24x+48

98

CrMe=x*—12x+48 +

C Cr=x"—12x2+48x + 98

1

I

I

I

i

|

|

i

I

Cr=98 i

I

7 i

0 4 7
Optimo de explotacion

3.° El punto a partir del cual comienzan los costes marginales a ser crecientes es

© Ediciones Piramide

aquel en el que los costes marginales son nulos, CMg =C' =

=0, o los

5



Lecciones de microeconomia: produccion, costes y mercado

4.°

5.°

. ) ., d*C .
costes totales tienen un punto de inflexion C” = 7 2T = 0. La funcién de costes
X

en la region de costes marginales crecientes verificara C'' > 0.

CMg=C"=3x"-24x+48=0 = x=4yC”"=6x-24>0 V x>4

CMg

Los costes marginales son crecientes en el intervalo (4, + )

La recta tangente a la curva de costes totales en x = 6 (6ptimo técnico o minimo
de explotacion) es la aproximacion lineal en dicho punto.

Utilizando el desarrollo de Taylor en x = 6 obtenemos la recta tangente a la
curva de costes totales en x =6

C=Cr(6)+C(6)(x-6)=170+12(x—6) = C=12x+98

Por lo que la recta buscada es C = 12x — 98, que pasa por el punto (0, 98).

La pendiente la recta es igual 12 y el coste variable medio, C,,Me = x* — 12x +
+48,enx=6es C,Me(6)=6>—12 -6+ 48 =12.

En el minimo de explotacidn, x = 6, el coste variable medio es igual a la pen-
diente de la recta C = 12x — 98, que es tangente a la funcion de costes totales y
que pasa por el punto (0, 98) o (0, Cy).

Coste variable medio = tga = Q
x
C Cr
C=12x+98

I
|

1> Cy
1
I
I
Cy=98 a ;
' I
X |
i

0 6 X

La recta tangente a la curva de costes totales en x = 7 (6ptimo de explotacion)
es la aproximacion lineal en dicho punto.

Utilizando el desarrollo de Taylor en x = 7 obtenemos la recta tangente a la
curva de costes totales en x = 7:

C=CN+CNx-T)=189+27(x-7) = C=2Ix
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La recta buscada es C = 27x, que pasa por el punto (0, 0).
La pendiente de la recta es igual 27 y el coste total medio es también igual a 27:
5 98 5 98
CrMe =x*—-12x+48+ —,enx=Tes C;Me(7) =17 —12-7+48+7 =27.
X

En el 6ptimo de explotacidn, x =7, el coste total medio es igual a la pendien-
te de la recta C = 27x, que es tangente a la funcioén de costes totales y que pasa
por el punto (0, 0).

Coste variable total = tgf = &
x
C C;
C=27x
- Cy
Cr l
B |
0 ~— 7 X
x

50K>  K®
L

2.4. Dada la funcidn de produccion de una empresa x = x(L, K) = 20K + en

la cual L es el factor capital y K el factor trabajo:

1.° Diga cémo son los rendimientos de escala.

2.° ;Cual sera la produccidn si se incrementan los factores productivos, L y K, en un
30%7?

3.° Sin determinar la funcidn de costes a largo plazo, diga cémo son los costes to-
tales, medios y marginales a largo plazo.

Solucion

50(aK)  (aK) 50K>  K°
1.° alL,aK)= aK + - =a|K+———-—|=af (L,K
La funcién de produccion es homogénea de grado 1, por lo que los rendimien-
tos de escala son constantes. La produccion varia en la misma proporcidon que

los factores productivos.
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2.° Incrementar los factores productivos, L y K, en un 30% supone multiplicar L y

Kpor 1,3 <L+ ﬂL =L3L y K+£K = 1,3K>, por lo que a = 1,3.
100 100

SA,3-L,1,3-K)=1,3-f(L, K)

La produccion se multiplicara por 1,3. Los rendimientos de escala son cons-
tantes, y la produccion aumenta en la misma proporcion que lo hacen los facto-
res productivos, en un 30 %.

3. Como la funcién de produccion es homogénea de grado 1, los rendimientos de
escala son constantes. Los costes aumentaran en la misma proporcioén que la
cantidad producida, por lo que la funcion de costes totales es lineal partiendo del
origen de coordenadas.

Los costes medios y marginales son iguales a una constante que es la pen-
diente de la funcion de costes totales.

1
2.5. Dada la funcién de produccién de una empresa x = x(K,L) = 10 - [4K, en la cual L
es el factor capital y K el factor trabajo:

1.° Calcule la funcion de costes totales a largo plazo si el precio unitario de los fac-
tores L y K son, respectivamente, w =2 y r = 4. ;Cémo seran los costes totales
a largo plazo?

2.° Obtenga las funciones de costes marginales. ; Como seran los costes marginales
a largo plazo?

3.° Obtenga las funciones de costes medios. ;;Como seran los costes medios a lar-
go plazo?

Solucion

1.° Los costes a largo plazo vendran dados por una funcién, C,,=wL + rK, la cual

recoge el conjunto de puntos de minimo coste necesario para obtener cada can-
1

tidad de producto, dada la funcién de produccion x = 10 - L4K:

Cp=wL+rK = C(;p=2L+4K (enellargo plazo los factores Ly K son
variables).
MiI?iLmo Cp=2L+4K
Es un problema de optimizacion condicionada ' 1

sa. x=10-I*K

1
Formemos la ecuacion de Lagrange: ¢(L,K,A)= 2L + 4K — 1(10 [AK — x]
Condiciones necesarias de extremo relativo:
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3
A, ALK 8
oL 4 100K | - 83 _ 4 o= K
9 w0 = A=t 10L <K 10L*
oK 10L%
14 1 1
ﬁz—(IO-L“K—xj:O = x=10-14K

Resolviendo el sistema:

2 - 5 ry
Bl 1
= 10(5)41( =x => K¢= Ox 0 .
1 x ) x )5
i - L'=25—| =|—
Lrx s x )5 .
K9 =25 (ﬁ) y L' = (%) son las funciones de demanda de los factores

productivos L y K, respectivamente, si se cumple la condicion suficiente de mi-
nimo relativo *L(L, K, A) > 0.

R 30, -2 . 20, 3
d’L(L,K,A) = EAL “KdIl? — T/lL +dLdK
1 0 -3 1 K
10- I*K=x = T-L“KdL—i—lO-L‘*dK:O = dK:—EdL
30, -2 20, -3 K 50 l L=0
d’L(L,K,A) = —AL *KdI* - —AL’ZdL(——dLJ =_AKL *d*L>0 V{K>0
16 4 4L 16
A>0
4 4

. 4
Sustituyendo ahora L =25 (1);)5 y K= (;))5 en la funcion de costes

C,p=2L+4K =K+ 4K = 5K, obtendremos la funcion de costes a largo plazo de
la empresa:

1 xjg
C,,=5-25| =
LP (10
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Los costes totales a largo plazo son crecientes: ya que,

1 1 ! 1 1 1
.95 3 .05 5 . 5 5
“’CJ:CMgLFﬁ(ij o4 (E)Szl(lo 2)5=1(@)5>OV>¢>0

dx 10 \10 10 \ x 50U x S5Ux

pero crecen proporcionalmente menos que la produccion, ya que la funcidén de
1
produccién, x =10- L#K, al ser homogénea de grado mayor que la unidad

1 5 e .
1+ 11 > 1) presenta rendimientos crecientes a escala.

1
2.° La funcion de coste marginal a largo plazo es CMg,, = %(&)5
x

El coste marginal a largo plazo, C;,, es decreciente para todo x positivo, ya

quedji<0 Vx
X

3.° La funcién de coste medios a largo plazo es:

5.2%(i)_ 1 11 1 I
10 5.2 55.25 105 1(10)s
CMeLP = N = i l = i l = = —(—)

105 x5 25 x5 2
dCMe, p

Es siempre decreciente (
x

<0 Vx> 0) y se encuentra por encima de
la funcién de costes marginales:

1 1

1 1 2
1 L
CMe,, = 1(1)?)5 > CMg,, = 1(2)?)5 - (0)5

7
25 3 i X
eyl 0,37
0,57
C rx s
Cr=5-25[=
LP (10)
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2.6. Conocida la funcién de costes totales a corto plazo de una empresa:
C(x) = x® — 12x® + 48x + 256.

1.° Determine el volumen de produccion en el minimo de explotacion.

2.° Determine el volumen de produccion en el éptimo de explotacion.

3.° Compruebe que en el minimo de explotacion la funcién de costes totales tiene
una recta tangente que pasa por el punto (0, 256) y cuya pendiente es igual al
coste variable medio.

4.° Compruebe que en el 6ptimo de explotacion la funcién de costes totales tiene
una recta tangente que pasa por el punto (0, 0) y cuya pendiente es igual al cos-
te total medio.

Solucion

1.° El minimo de explotacion verifica que CMg = C,.Me:

x*—12x* +48x

3x* —24x + 48 = x2—12x+48 = x = 6eselvolumen

CMg X CyMe
Cy Me
de produccion para el cual la empresa produce con los menores costes medios
variables.
c Cr=x3—12x>+ 48x + 256
CMe
CMg

CMg=3x>—24x+48

Cr=256
w‘f:xz_ 12x +48
12

0 6 X
Minimo de explotacion

2.° El optimo de explotacion ha de cumplir CMg = C.Me

3 2
3 24y 448 = 5 A2+ A8XH236 5 o iag e 20 o v
CMVg X X
CrMe CrMe

es el volumen de produccion para el cual la empresa produce con los menores
costes medios totales.
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C Cr=x%—12x>+48x + 256
CMe
CMg

CMg=3x>-24x+48

Cr=256
T —2_ 256
4| T T~ CrMe=x*—12x +48 + o
0 8 by

Optimo de explotacion

3.° La recta tangente a la curva de costes totales en x = 6 (minimo de explotacion)
es la aproximacion lineal en dicho punto.
Utilizando el desarrollo de Taylor en x = 6 obtenemos la recta tangente a la
curva de costes totales en x = 6:

C =Cr(6)+C'(6)(x — 6) = 328+12(x —6) = C =12x+256

La recta buscada es C(x) = 12x + 256, que pasa por el punto (0, 256).
La pendiente de la recta C{x) = 12x + 256 es igual a 12 y el coste variable
medio, C,Me=x>—12x+48,en x=6es C,Me(6)=6"—12 - 6 +48 = 12.

Coste variable medio = tgar = < =12=C,Me
X
C CH(x)=x*—12x7 + 48x + 256
C=12x+256
1> Cp=T12
Cp=256 a :
gy 1
x=6 !
0 6 X

12 © Ediciones Piramide



Los costes de la produccion

4.° La recta tangente a la curva de costes totales en x = 8 (6ptimo de explotacion)
es la aproximacion lineal en dicho punto.
Utilizando el desarrollo de Taylor en x = 8 obtenemos la recta tangente a la
curva de costes totales en x = §:

C=C/8)+C'(8)(x—8)=384+48(x—8)  C=48x

La recta buscada es C(x) = 48x, que pasa por el punto (0, 0).
La pendiente la recta es igual a 48, y si calculamos el coste total medio,

CrMe = x> —12x + 48 + @, en x = 8, obtenemos:
X

256 _

CrMe(8)=8>—12-8+48 + 48.

Coste total medio = tgf3 = LS 48 = Cr Me
X

C Cp(x) = x> — 12x% + 48x + 256
C=48x
£
S Cp=384

Cr=256 i
B i

0 ~ 8 X

x=8

2.7. Dada la funcién de costes marginales de una empresa CMg(x) = 6x*> — 8x + 10:

1.° Determine la funcidn de costes variables, C(x).

2.° Determine el coste variable de producir 10 unidades de producto.

3.° Determine los costes fijos si el coste total de producir 5 unidades es igual a
1.500 u.m.

4.° Determine la funcidn de costes totales, C(x).

© Ediciones Piramide 13
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Solucion

1.° La integral indefinida del coste marginal es la funcién de costes variables de la
empresa.

Cy(x)= J'CMg(x) dx = J.(6x2 —8x +10)dx = 2x* — 4x? +10x

2.° El area de la superficie comprendida entre la funcidon de coste marginal, los ejes
coordenados y la recta x = 10 es el coste variable de la empresa al producir 10
unidades de producto. Es decir, la integral definida de la funcidén coste marginal
entre x =0y x=10.

10

(6x* — 8x +10)dx =[2x° — 4x +10x]’ = 1700

c.10)= |

0

3.° Conocido el coste variable, la funcion del coste total es la suma del coste fijo mas
el coste variable (en el corto plazo):

Cr(x)=2x"—4x? + 10x + Cp,
Cr(x)

Cr(5)=2-5-4-5+10-5+C, =200+ C, =1.500 = C, =1.300

Cy(x)

4.° La funcion de costes totales de la empresa es:

Cr(x)=2x*—4x* +10x + 1.300
e —_—

Gy (x) Cr

14 © Ediciones Piramide
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