La produccion

PROBLEMAS RESUELTOS

1.1

Sabiendo que la funcién de produccidn de una empresa viene dada por
X =x(K,L) = L3(8K + 4) — 4L3

en la cual K representa al factor capital y L al factor trabajo, y suponiendo que el fac-
tor K es fijo e igual a 10:

1.° ;Cuantas unidades del factor L son necesarias para obtener la produccion maxi-
ma? ¢Cual es la produccion maxima?

2.° ;Cuantas unidades del factor L son necesarias para hacer maxima la producti-
vidad media por trabajador? Obtener el valor del producto medio y el producto
marginal para ese valor de L.

3.° (A partir de qué cantidad de factor K la productividad marginal del factor L se
hace decreciente? ;Cual es el valor de la productividad marginal para ese nivel
de L?

Solucion

1.° Obtenemos la funciéon de produccion a corto plazo x = LA8-10 + 4) — 4L° =
=84L? — 4L’ (sustituyendo en x = L*(8K + 4) — 4L* el factor fijo K = 10).
Determinar la produccion maxima (maximo técnico) es un problema de op-
timizacion, en el que hay que calcular la cantidad de factor L que permite maxi-
mizar la produccion de X (siendo el factor fijo K= 10):

Mé)zimo PT, = x = 841> — 41

.. ) . dPT,
Condicién necesaria de maximo dLL =0:

ﬂ=168L—12L2 =0 = L=14
dL
2
Condicién suficiente de maximo ddl;n < 0:
2 2
d°PT, =168 -24I> = d°PT, (14) =168 -24-14°< 0
dr? dr?

lo que garantiza que en el punto L = 14 existe un maximo.
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El valor de la produccion maxima es PTy,;,, = 84 14% — 4 - 14° = 5.488 uni-
dades de producto, la cual se obtiene cuando se utilizan L = 14 unidades de fac-
tor trabajo, siendo el factor fijo K = 10.

2.° Para resolver este apartado hemos de calcular el valor de L que hace maxima la
productividad media, es decir el dptimo técnico, el cual se puede obtener calcu-
lando el maximo PMe;, o bien el punto en el que coinciden la productividad
media y la productividad marginal: PMe, = PMg.
La productividad media del factor L (siendo el factor fijo K = 10) es:

PMe, = % =84L — 412

Calculemos el maximo de la funcion PMe, = 84L — 4L°.

Condicion necesaria de maximo: dPMe, =84-8L=0 = L =10,5uni-
dades de factor trabajo.
. . L. d*p .
Condicion suficiente de maximo: pTi -8 < 0, lo que garantiza que es un

maximo.
El valor de la productividad media de L para L = 10,5 es:

PMe, =84 -10,5-4-10,5* = 441
La productividad marginal de L es:

PMg, = ;Z—z = 168L — 1212

Sustituyendo L = 10,5:
PMg, =168 -10,5 - 12 -10,5* = 441

Se comprueba que en el dptimo técnico (o maxima productividad media) se
igualan la productividad media y la productividad marginal.

3.° Para determinar a partir de qué valor de L la productividad marginal decrece,
calculamos el valor de L para el que la productividad marginal se hace maxima:

Méuzima PMg, =168L — 1217
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Condicion necesaria de maximo: dPMg, =168-24L =0 = L =7 uni-
dades de factor trabajo.
. . .. d*PMg, .
Condicion suficiente de maximo: —r - 24 < 0, lo que garantiza que en

L =7 existe un maximo.
Sustituyendo ahora L = 7 en la expresion de la productividad marginal,
PMg, = 168L — 12L%, se obtiene su valor maximo:

PMg, ,in.= 168 - 7 — 12 - 7* = 588 unidades de producto y Vx €(7,14), de
modo que la productividad marginal es decreciente.

1.2. Sabiendo que la funcién de produccion de una empresa es x = x(K,L) = K - L, don-
de L representa el factor trabajo y K el factor capital:

1.° Represente graficamente las funciones isocuantas.

2.° Calcule e interprete & y

Solucion

1.°
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2°x
oK?'

oK

Las funciones isocuantas son las curvas de nivel de la funcion de produccion x =
L - Ken el primer cuadrante. Para cada valor de x existe una funcion isocuanta.
Consideremos que x = ¢ > 0, sustituimos en la funciéon de produccion:

c¢=L" K, ydespejamos K: K = %

— No hay puntos de corte con los ejes.

— g—lz = Z—f <0 Ve>0y VL>0 = . Esdecreciente. No existen
maximos ni minimos relativos.
’K 2c . .
— 30 = >0 Ve>0y VL>0 = u. No existen puntos de in-

flexién y es convexa respecto al origen.

— Su representacion grafica es:
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2
20 X _psg y X

oK Y

Puesto que s—;; = L > 0, al aumentar el factor K la cantidad de producto cre-

*x
ce, y por ser = 0, x aumenta a una tasa constante.

0K?

1.3. Dadas las siguientes funciones de produccion:

1° x=x(K,L)=6K +8L
2° x=x(K,L) = KL
3.° x=x(K,L) = (2K* + 4Ly

donde K es el factor capital y L el factor trabajo, obtenga la RMST, .

Solucion

9x

1° RMST. —_oL __PMg _ 8 _ 4

' BT 0x T PMge 6 3

0K
PM, 10K’ 2K

20 RMSTy, = ———St = —> 2 = =2
PMg, 5K*L L

3° RMST. . = — PMgL __ 4aﬁLDf—1(2Ka n 4sz)/3—1 _ _2(14)“_1

K,Lx PMgK 2aﬁKa—l(2K0! + 4L0!)ﬁ—l K
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1.4. Conocida la funcién de produccion de una empresa:
x = x(L,K) = 10L>°K?®
donde K es el factor capital y L el factor trabajo:

1.° Indique cdémo son los rendimientos de escala de la funcién de produccion.

2.° ;Como variara la produccidén si se multiplican por 3 los factores productivos?

3.° Calcular las productividades marginales siL =1y K= 1.

4.° Compruebe, siL =1y K =1, que la suma de las productividades marginales
de L y K multiplicadas por las respectivas cantidades utilizadas de L y K es
igual a la produccidn multiplicada por el grado de homogeneidad (Teorema de
Euler).

Solucion

1.° f(aL,aK) =10*(aK)** = a* - 1033 K> = a°x
\ﬁf_/

Los rendimientos de escala son crecientes, ya que la funcion de produccion
es homogénea de grado 6 > 1. La produccion varia en el mismo sentido que los
factores productivos y proporcionalmente mas que ellos.

2.° Si se multiplican por 3 los factores productivos la produccion se multiplica por
3¢,

x =f(3L, 3K) = 10(3L)*(3K)>* = 3%

3.° Las productividades marginales si L=1y K =1 son:

ox ox

— = 35[*K?° —(1)=35

oL R TAR

ox ox

o = 250¥K" = (11) =25

oK = M

4.° Teorema de Euler: L«g—z+K~§—; =n-x(A)
g—z(l,l) =35
Sabemosquen=6,ysiL=1yK=1 = x(11)=10y

9% (11 = 25
oK "~

Sustituyendoen (A): 1-35+1-25=6-10=60
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1.5. Dada la funcién de produccion a corto plazo de una empresa

x:x(K,L):100+5—0 2

L 2
donde K es el factor capital y L el factor trabajo, determine:

1.° El maximo técnico y la cantidad de producto obtenida en el maximo técnico.

2.° La cantidad de producto para la cual la produccion media es igual a la producti-
vidad marginal (6ptimo técnico).

Solucion

1.° El maximo técnico es el maximo de la funcion x = 100 + >0 - 25

r
Condicién necesaria de maximo ﬁ =0: ﬁ = —ﬂ + & =0 L=1
dL dL r
unidades de factor.
2
Condicién suficiente de maximo: d—f <0

d*x  100L —150 d*x 100-1-150

er_ ki VL =1 —(1H)=——=-50<0

L I Y az Y I

La cantidad maxima de producto obtenida en el maximo técnico es:

x =100+ ? - 21—25 =125 unidades de producto.

El maximo técnico se encuentra, por tanto, en el punto (1, 125), es decir, uti-
lizando 1 unidad del factor trabajo se obtienen 125 unidades de producto.
2.° Produccion media: PMe, = x} = X 100 + N_2
L L [} D
Produccion marginal: PMg; = x; dx 0,0

= — = R + -
AL Pr
|
L=—
) ., 100 50 25 50 50 2
Resolviendo la ecuacion —+ — - —=-"—+— =
D D 3
L=-—=
x & 2
L dL
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(L= —%, solucion despreciada por ser negativa).

La produccion media es igual a la productividad marginal cuando L = % uni-
dades de factor.

En el 6ptimo técnico se utilizan L = % unidades de factor y 100 unidades de

. . ) 2
producto, ya que sustituyendo L =%en la funcion de produccion, x =100 + % - ff’
obtenemos x = 100 + ? _2 100.

6

1.6. Supuesta la funcion de produccion de una empresa

K? K2
x=x(L,K)=20L +— ——
(L, K) T

donde K es el factor capital y L el factor trabajo, determine:
1.° Los rendimientos de escala de la funcién de produccion.

2.° ;Cual sera la produccion si se incrementan los factores productivos en un 20 %?

Solucion

10K* K°

(@K)* _(@K)’ _ _K
L D

L (aLy = a(2OL +

1.° x(aL,aK)=20(al)+ j =ax(L,K)=ax

La funcion de produccion es homogénea de grado 1, por lo que los rendimien-
tos de escala son constantes. La produccion varia en la misma proporcion que
los factores productivos.

2.° x(L + ﬂL, K+ ﬁKj =x(L,2L;1,2-K)=12-x(L,K)=12x.
100 100

La produccién se multiplicard por 1,2. Es decir, dado que los rendimientos
de escala son constantes, la produccion aumenta en la misma proporcidén que lo

hacen los factores productivos, en un 20 %.
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1.7 Dada la funcién de produccion de una empresa
X =X(K,L) = 80LK — 4L — K?
donde K es el factor capital y L el factor trabajo:
1.° Determine la maxima cantidad de producto que puede obtenerse si el factor de
produccion L se mantiene constante en 20 unidades (maximo técnico).

2.° Determine la cantidad de producto para la cual la producciéon media es maxima
(6ptimo técnico).

Solucion
1.°SiL=20 = x=80-20K-4-20-K* = x=1.600K-1.600— K*
El problema se plantea:

Mé)I({imo x=1.600K —1.600 — K*

Para que x tome el valor maximo debera verificarse:
Condicién necesaria de maximo:

d—x=0, ﬂ=1.6OO—2K=0 = K =800
dK dK

Condicidn suficiente de maximo:

d*x d*x
<0,
dK? dK?

=-2<0 YV K

Si el factor L se emplea en la cantidad constante de 20 unidades, el factor K
se emplea en 800, alcanzando la maxima cantidad de producto x = 638.400.
El maximo técnico para L = 20 se encuentra el punto (800, 638.400).

2.° La funcién de produccion media es:

_ _ K2
X _ L600K -1.600 - K> _ . 1600
K K K

PMey = xi =

y sera maxima para el valor no negativo de K que verifique:
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dP Mey =0 (condicion neceraria)
dK
2
% <0 (condicion suficiente)
dK
dPM€K=1.600_1=0 K =40
dK K2
2
d*PMey 2_3.200 <0 VK0
dK? K3

Para calcular la produccion si K = 40 bastara sustituir el valor de K en la
funcién de produccion x = 1.600K — 1.600 — K2,

x=1.600-40 - 1.600 — 40> = x=60.800

El punto (400, 60.800) es el dptimo técnico.
Otra manera de calcular el 6ptimo técnico es igualando las funciones de pro-

ductividad marginal, PMgy, = j—; =1.600 - 2K, y de productividad media

Pt =100 0 g

1.600 — 2K =1.600 — % - K = K =40 (K=-40 se desprecia por ser

negativo).

1.8. Dada la funcién de produccion de una empresa x = x(K,L) = 80LK — 4.2 — K2, donde
K es el factor capital y L el factor trabajo, obtener:

1.° La funcidn relacion marginal de sustitucion técnica de K por L.

2.° La relacién de sustitucién técnica si K= 10y L = 20.

3.° Si aumentase el factor L en una unidad y se mantiene la producciéon constante
(no se cambia de isocuanta), cuando K = 10 y L = 20, determine la variacién de
la cantidad empleada del factor K, y relacione este variacion con la relacion mar-
ginal de sustitucion técnica de K por L.

4.° Siaumenta L en un 1% y se mantiene la produccién constante cuando K= 10y
L = 20, determine la variacién de la cantidad empleada del factor K. Relacione
esta variacion con la relacion marginal de sustitucion técnica de K por L.
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Solucion

1.°

2.°

3.°

4.°

10

La funcidn relacién marginal de sustitucion técnica de K por L es:

Ryt 9K _ PMg _ 80K-8L
Bgr — PMge  80L-2K

La relacion de sustitucion técnica si K= 10y L =20 es:

_80-10-8-20 = _32 = —0,405
80-20-2-10 79

RMTy, =
SiK=10yL=20 = x=80-20-10-4"-20%-10*= 14.300. Si aumenta L
en una unidad, AL =1 (pasa de 20 a 21), y si la produccidén se mantiene constan-
te en x = 14.300 (no se cambia de isocuanta), se debera reducir la cantidad em-
pleada del factor K.

Es decir, se ha de verificar x=14.300=80-21 - K-4-21°- K> = K=9,617.
La reduccion de K es igual a AK =9,617 — 10 = —0,383. El valor de la varia-
cion de K es aproximadamente igual al valor de la relacion de sustitucion técnica

de K por L, —%, en el punto considerado (K =10y L = 20), multiplicada por el

incremento de L, AL = 1, si este incremento es muy pequefio’.

En efecto, AK = —% -1=-0,405.

Si aumenta L en un 1%, AL =0,2 (pasa de 20 a 20,2), y se mantiene la produccion
constante en X = 14.300 (no se cambia de isocuanta), se debera reducir la canti-
dad empleada del factor K.
Es decir, se ha de verificar x=14.300=80-20,2- K—4-202°-K*> = K=992.
La reduccion de K es igual a AK =9,92 — 10 = —0,08. Esta variacién de K es
igual (o aproximadamente igual) al valor de la relacion de sustitucion técnica,

_%’ en el punto considerado (K =10y L = 20), multiplicada por el incremento

de L, AL =0,2, si este incremento es muy pequeilo.

! Cuando el incremento de una variable independiente es muy pequefio, la diferencial de una
funcion, continua y derivable, toma un valor aproximado al incremento de la misma:

ak = -EMer 4p o, AK =-RMTy, -AL = AK =- 324~ 0405
PMg, 7 9 i
RMTy 1 RMTy 1+

Cuanto mas pequeiio es el incremento de L, mas pequefio serd el error cometido al considerar
la diferencial de K en lugar del incremento de K.
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En efecto, AK = —% -0,2 = -0,081.2

3
1.9. Dada la funcidn de produccion de una empresa x = x(K, L)= LK + L* — L? donde K

es el factor capital y L el factor trabajo, determine la zona en la que al empresario le
interesa producir racionalmente si K se mantiene constante en K = 20.

Solucion

La zona buscada es la que se encuentra entre el punto de inflexion de la fun-
3

ciéon de produccion, x = 20L + 2 ~ 50 y el maximo técnico de la funcién

3
x=20L+1I*- ZL—O’ diferenciando también la zona en la cual se alcanza el 6ptimo

técnico. Calculemos los puntos de interés.

) . , . ., r
Fl maximo técnico es el maximo de la funcidén x = 20L + > — %

.., ) , . dx
Condicién necesaria de maximo d_L =0:

dx 32
— =20+2L-——=0 V 20
dL 20 L=—

La solucién valida desde el punto de vista economico es L = 20 unidades del
factor trabajo (no tiene sentido considerar que la cantidad de trabajo sea nega-
tiva).

’x

Condicién suficiente de maximo A <0:

d*x 3L d*x 60
ax _, oL X o0y=2-2_ 3.0
AL 0 = a0 0" °°

? El incremento de L en un 2% es mas pequefio en este caso que en el apartado anterior, por
lo que el valor de la diferencial de K es mas proximo al valor del incremento de K.
32
AK =-RMT,, -AL = AK=- = .02=-0,081
s 79 =

2 AL
RMT 1
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El maximo técnico se alcanza para L =20 unidades del factor trabajo.

3
Calculemos el punto de inflexion de la funcion x = 20L + I? — L

2
dx_5 3L _g o 3022 = =2
dr? 10 3

Resultado que coincide con el maximo de la funcion productividad marginal:

(o 3
Maximo PMg, =20+2L - 20

Condicion necesaria de maximo: % =2- 6—L =0 = L= 2—0 unida-
dL 20 3
des de trabajo.
2
Condicion suficiente de maximo: dP;sz = —% <0 = se trata de un

maximo.
Finalmente, calculamos el 6ptimo técnico o punto en el cual se obtiene la
maxima productividad media cuando K = 20. La funciéon productividad media

es:
2
PMe, =20+ L — L
20
L2
Méximo PMe, =20+ L - —
20
.. . . dPM. 2L .
Condicion necesaria de 6ptimo: dLEL =1- 20 " 0 = L =10unidades
de trabajo.
. - . dPMe;} 2
Condicién suficiente de maximo: L -2 <0 = setrata de un
dL 20
maximo.

En el 6ptimo técnico coinciden, asimismo, la productividad media y la pro-
ductividad marginal. Lo comprobamos:

2 2
PMe, =PMg, = 20+ L — ;—0 =20+2L - 32% = L =10unidades de trabajo.
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Al empresario le interesard producir en la zona comprendida entre la maxima
productividad marginal y el 6ptimo técnico, es decir, para la cantidad de factor

. . 20 2
trabajo comprendida entre L = 3 yL=10,L € [?0,10}, puesto que aunque la

productividad marginal empieza a decrecer, la productividad media es aun cre-
ciente. Si el factor trabajo es, ademas, barato, le interesara producir en la zona
comprendida entre el éptimo técnico y el maximo técnico, es decir, la compren-
dida entre L=10y L =20, L €[10,20].

X Maximo técnico
L3
PT, =x=20L + [*——
=X + 20
1 3L2
| PMg, =20+ 2L — —
‘ 8t 20
PMe,=20+L-L
‘ €=+ L5
6,6 10 20 L

Optimo técnico
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