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Hemos visto que, mediante la estrategia de la altura, podemos resolver tridngulos cualesquiera trazando una de
sus alturas y resolviendo los dos tridngulos rectingulos que se forman.

Si en vez de seguir esta estrategia con cada tridngulo en particular, la realizamos con un tridngulo cualquiera de
g L 5 g g q

lados 4, b, ¢ y dngulos A, B, é , obtenemos unas férmulas con las que la resolucién de tridngulos oblicudn-
y ang q g

gulos se realiza de forma casi automdtica.

n un tridngulo cualquiera, si dos lados son iguales sus 4dngulos opuestos también lo son; v si un lado es mayor
E tridngul lq dos lad gual gul tos también | y lad y
que otro, sus dngulos opuestos también cumplen la misma relacién. Esta propiedad se concreta del siguiente
modo:

En un tridngulo cualquiera de lados 4, 4, ¢ y dngulos 141\, ﬁ, & , se cumplen
las siguientes igualdades:

a _ b

6
A A
sen A sen B sen é

Para demostrar la primera de las igualdades, se traza la altura h sobre el lado ¢, con lo que se obtienen dos

tridngulos rectdngulos ADC y CDB.

En ADC: 567’11/‘1\= - hzbsenzél\

a___ b

A A
bsenA=asenB —
A N ﬁ
— h=asenB sen A sen

En CDB: sen B -

S E=aS N =

Trazando la altura desde el vértice A se obtendria la segunda igualdad.



Trigonometria

i | Ll L4 L4 . L4 L4
AS 5. Ampliacion teorica: resolucion de triangulos cua- P
- ° ag. e
S lesquiera: teoremas de los senos y del coseno 2

El teorema de los senos da lugar a tres igualdades:

a_ _ b b _ a _ ¢
557’21{1\ sen § sen ﬁ sen @ Jfﬂjﬁ\ sSen é

Cada una de ellas relaciona dos lados con los dngulos opuestos. Por tanto, con ellas se puede resolver un tridn-
gulo en el cual los datos y las incignitas sean dos lados y sus dngulos opuestos. (Recordemos que conocer dos
dngulos es equivalente a conocer los tres).

TRIANGULOS QUE SE PUEDEN RESOLVER

DATOS INCOGNITA

Dos dngulos y un lado | Otro lado

Dos lados y el dngulo

Otro dngulo
opuesto a uno de ellos

Cuando al aplicar el teorema de los senos la incégnita es uno de los dngulos, puede ha-
ber dos soluciones, pues hay dos dngulos con el mismo seno, uno agudo y otro obtuso.

//1\1 es obtuso; //1\2 es agudo
Veamos dos ejemplos de aplicacidn:
Ejemplo 1

A
La distanciade A a B es 47 m. Conocemos los dngulos z/‘l\ =109° B =58° ;Cudl es la distanciade B a C?
A C

109°

4702

58°
B

A
Empezamos por calcular C, que es el dngulo opuesto al lado conocido:
A A A
C=180°-(A+B)=13°

Aplicamos el teorema de los senos:

x 47 s xo47.3en109°

- =197,55
sen 109°  sen 13° sen 13°

Solucién: La distanciade B a C esde 197,55 m.
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Ejemplo 2
Vamos a resolver el ejercicio resuelto de la pdgina 157 del libro, mediante el teorema de los senos.

Quieres conocer el ancho de un rio y la altura de un drbol que estd en la orilla opuesta. Para ello, te sitiias frente al
drbol y mides el dngulo que forma con la horizontal la visual a la parte alta del drbol (41°). Te alejas del drbol en
direccion perpendicular a la orilla, andando 25 m. Vuelves a medir el dngulo que forma con la horizontal la visual a
la parte alta del drbol. Ahora son 23°.

C
b h
23° 41°
B 25 m A x H

A
En el tridngulo ABC conocemos dos dngulos, B = 23°, ;1\ =180° —41° = 139°.

A
Por tanto, podemos calcular el tercer dngulo: C = 180° — (23° + 139°) = 18°

Aplicando el teorema de los senos, podemos calcular el lado AC = b:

b _ 25 N b=25. J€n23° =31’6m
sen 23°  sen 18° sen 18°

Conociendo 4, hipotenusa del tridngulo rectdngulo AHC, podemos hallar sus catetos:
h = & sen 41° = 20,7. La altura del drbol es 20,7 m.
x=bcos41° = 23,8. El ancho del rfo es de 23,8 m.

Las diferencias observadas con relacién a la solucién de la pdgina 157 son debidas a los redondeos efectuados en
los pasos intermedios.
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El teorema de Pitdgoras se generaliza para tridngulos cualesquiera mediante las siguientes igualdades:

En un tridngulo cualquiera se cumple que:
A
A =b%+c2-2bccos A
A
b% =%+ 4% —2cacos B

A
2=+ b%>-2abcos C

Para demostrar la primera de las igualdades, aplicamos el teorema de Pitdgoras en cada uno de los dos tridngulos
rectdngulos que se forman al trazar la altura h, ADC y CDB.

En CDB — a*=h?+n?2=h%+(c—m)?=h%+c%+m?-2cm
En ADC — b?=h?+ m?

Restando:

a*—b*=c%2-2em
l

a*=b%+c2-2em
L

A
a* = b2+ %= 2bccos A
A A
(*) Para llegar a la dltima igualdad, tenemos en cuenta que en ADC cos A = % — m=bcos A

Las otras dos igualdades se prueban de forma similar.
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El teorema del coseno sirve para relacionar los tres lados de un tridngulo con uno de sus dngulos. Por tanto,
se podrd resolver con él cualquier tridngulo en el que se conozcan los tres lados, o bien, dos lados y un dngulo.

TRIANGULOS QUE SE PUEDEN RESOLVER

DATOS INCOGNITA

Los tres lados Cualquier dngulo

Dos lados y un dngulo | Otro lado

A A
Cuando se conocen dos lados, 4, &, y el dngulo que forman, C, y se desea conocer otro dngulo, A, es nece-

sario aplicar sucesivamente los dos teoremas:

C 5 A

. oA
Primero se calcula ¢, después A.

A
— Con el teorema del coseno, calculamos ¢: ¢? = @ + b2 — 2ab cos C

A
— Conocido ¢, aplicamos el teorema de los senos para calcular A:

A A A
a ¢ = senA=%senC — A-=...

c

A
sen A sen

Por ejemplo:
Ejemplo 1

A
Conocemos a = 132m, b =213 m, c=156 m. Calcular el dngulo B.

A A
b? = ¢? + 4> — 2ca cos B. De esta igualdad despejamos cos B:

2+ 267 156% + 1322 - 2132

A
s B = T =T 5 156 . 132

=-0,0876...

A
B =95,027°=95°1"38" (-8.08736)(m) ) (=) (S5.8273H4

1°38.43)
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Ejemplo 2
A A
Conocemos a = 137 m, b =211m, C =43°. Calcular el lado ¢ y el dngulo A.
A
2=+ b?>—2abcosC=137%2+2112-2.137.211 - cos 43° = 21 007,52
c=V21007,52 = 144,94

B a = 137 m C
43°
Ellado ¢ mide, aproximadamente, 145 m.
Con el teorema de los senos:
a _ c N 137 _ 144,94 ¢ b=211m
sen A sen C sen A sen 43°
A o
sen A = 137 - sen 43° 0,6446...
144,94
A
A =40,139 = 40°8' 19" A

ACTIVIDADES }

A
1 Conocemos a=7cm, b=11cm, c¢=15cm. Calcula C.

Solucién:

2 Sabemos que la distancia en linea recta de Perales a Ciruelo de Arriba es 3,6 km y de Perales a Ciruelo de
Abajo, 5,4 km. El dngulo que forman Ciruelo de Arriba y Ciruelo de Abajo, desde Perales, es de 57°. ;Cudl
es la distancia entre Ciruelo de Arriba y Ciruelo de Abajo?

Solucién:

A A
3 Conocemos b=17m, ¢=11m, A =113° Calcula B. (Recuerda, primero has de calcular a).

Solucién:
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Soluciones

Hemos visto que, mediante la estrategia de la altura, podemos resolver tridngulos cualesquiera trazando una de
sus alturas y resolviendo los dos tridngulos rectingulos que se forman.

Sien vez de seguir esta est/r\ate?ia con cada tridngulo en particular, la realizamos con un tridngulo cualquiera de
lados a4, b, ¢ y dngulos A, B, é , obtenemos unas férmulas con las que la resolucién de tridngulos oblicudn-
y ang q g

gulos se realiza de forma casi automdtica.

n un tridgngulo cualquiera, si dos lados son iguales sus 4ngulos opuestos también lo son; y si un lado es mayor
E tridngul lq dos lad gual gul tos también | y lad y
que otro, sus dngulos opuestos también cumplen la misma relacién. Esta propiedad se concreta del siguiente
modo:

En un tridngulo cualquiera de lados 4, 4, ¢ y dngulos 141\, ﬁ, & , se cumplen
las siguientes igualdades:

a _ b

6
A A
sen A sen B sen é

Para demostrar la primera de las igualdades, se traza la altura h sobre el lado ¢, con lo que se obtienen dos

tridngulos rectdngulos ADC y CDB.

En ADC: 567’11/‘1\= - hzbsenzél\

a___ b

A A
bsenA=asenB —
A N ﬁ
— h=asenB sen A sen

En CDB: sen B -

S E=aS N =

Trazando la altura desde el vértice A se obtendria la segunda igualdad.
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El teorema de los senos da lugar a tres igualdades:

a_ _ b b _ a _ ¢
557’21{1\ sen § sen ﬁ sen @ Jfﬂjﬁ\ sSen é

Cada una de ellas relaciona dos lados con los dngulos opuestos. Por tanto, con ellas se puede resolver un tridn-
gulo en el cual los datos y las incignitas sean dos lados y sus dngulos opuestos. (Recordemos que conocer dos
dngulos es equivalente a conocer los tres).

TRIANGULOS QUE SE PUEDEN RESOLVER

DATOS INCOGNITA

Dos dngulos y un lado | Otro lado

Dos lados y el angulo

Otro dngulo
opuesto a uno de ellos

Cuando al aplicar el teorema de los senos la incégnita es uno de los dngulos, puede ha-
ber dos soluciones, pues hay dos dngulos con el mismo seno, uno agudo y otro obtuso.

//1\1 es obtuso; //1\2 es agudo
Veamos dos ejemplos de aplicacidn:
Ejemplo 1

A
La distanciade A a B es 47 m. Conocemos los dngulos z/‘l\ =109° B =58° ;Cudl es la distanciade B a C?
A C

109°

4702

58°
B

A
Empezamos por calcular C, que es el dngulo opuesto al lado conocido:
A A A
C=180°-(A+B)=13°

Aplicamos el teorema de los senos:

x 47 s xo47.3en109°

- =197,55
sen 109°  sen 13° sen 13°

Solucién: La distanciade B a C esde 197,55 m.
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Soluciones
Ejemplo 2
Vamos a resolver el ejercicio resuelto de la pdgina 157 del libro, mediante el teorema de los senos.
Quieres conocer el ancho de un rio y la altura de un drbol que estd en la orilla opuesta. Para ello, te sitiias frente al
drbol y mides el dngulo que forma con la horizontal la visual a la parte alta del drbol (41°). Te alejas del drbol en

direccidn perpendicular a la orilla, andando 25 m. Vuelves a medir el dngulo que forma con la horizontal la visual a
la parte alta del drbol. Ahora son 23°.

C
b h
23° 41°
B 25 m A x H

A
En el tridngulo ABC conocemos dos dngulos, B = 23°, ;1\ =180° —41° = 139°.

A
Por tanto, podemos calcular el tercer dngulo: C = 180° — (23° + 139°) = 18°

Aplicando el teorema de los senos, podemos calcular el lado AC = b:

b __25 - b=25.

sen 23°  sen 18° sen 18

sen 23° -31.6m

Conociendo 4, hipotenusa del tridngulo rectdngulo AHC, podemos hallar sus catetos:
h = & sen 41° = 20,7. La altura del drbol es 20,7 m.
x=bcos41° = 23,8. El ancho del rio es de 23,8 m.

Las diferencias observadas con relacién a la solucién de la pdgina 157 son debidas a los redondeos efectuados en
los pasos intermedios.
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El teorema de Pitdgoras se generaliza para tridngulos cualesquiera mediante las siguientes igualdades:

En un tridngulo cualquiera se cumple que:
A
2 =b%+c2-2bccos A
A
b% =%+ 4% —2cacos B

A
2=+ b%>-2abcos C

Para demostrar la primera de las igualdades, aplicamos el teorema de Pitdgoras en cada uno de los dos tridngulos
rectdngulos que se forman al trazar la altura h, ADC y CDB.

En CDB — a*=h?+n?2=h%+(c—m)?=h%+c%+m?-2cm
En ADC — b?=h?+ m?

Restando:

a*—b*=c%2-2em
l

a*=b%+c2-2em
L

A
a* = b+ %= 2bccos A
A A
(*) Para llegar a la dltima igualdad, tenemos en cuenta que en ADC cos A = % — m=bcos A

Las otras dos igualdades se prueban de forma similar.
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El teorema del coseno sirve para relacionar los tres lados de un tridngulo con uno de sus dngulos. Por tanto,
se podrd resolver con él cualquier tridngulo en el que se conozcan los tres lados, o bien, dos lados y un dngulo.

TRIANGULOS QUE SE PUEDEN RESOLVER

DATOS INCOGNITA

Los tres lados Cualquier dngulo

Dos lados y un dngulo | Otro lado

A A
Cuando se conocen dos lados, a4, &, y el dngulo que forman, C, y se desea conocer otro dngulo, A, es nece-

sario aplicar sucesivamente los dos teoremas:

C 5 A

. oA
Primero se calcula ¢, después A.

A
— Con el teorema del coseno, calculamos ¢: ¢? = @ + b2 — 2ab cos C

A
— Conocido ¢, aplicamos el teorema de los senos para calcular A:

A A A
a ¢ = senA=%senC — A-=...

c

A
sen A sen

Por ejemplo:
Ejemplo 1

A
Conocemos a = 132m, b =213 m, c=156 m. Calcular el dngulo B.

A A
b? = ¢? + 4> — 2ca cos B. De esta igualdad despejamos cos B:

2+ 267 156% + 1322 - 2132

A
cos B = T =T 5 156 . 132

=-0,0876...

A
B =95,027°=95°1"38" (-8.08736)(m) ) (=) (S5.8273H4

1°38.43)
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Ejemplo 2
A A
Conocemos a = 137 m, b=211m, C =43°. Calcular el lado ¢ y el dngulo A.
A
2=+ b?>—2abcos C=137%2+2112-2.137.211 - cos 43° = 21 007,52
c=V21007,52 = 144,94

B a = 137 m C
43°
Ellado ¢ mide, aproximadamente, 145 m.
Con el teorema de los senos:
a _ c N 137 _ 144,94 ¢ b=211m
sen A sen C sen A sen 43°
A o
sen A = 137 - sen 43° 0,6446...
144,94
A
A =40,139 = 40°8' 19" A

ACTIVIDADES }

A
1 Conocemos a=7cm, b=11cm, c¢=15cm. Calcula C.

) A
Solucién: C =110° 55' 29"

2 Sabemos que la distancia en linea recta de Perales a Ciruelo de Arriba es 3,6 km y de Perales a Ciruelo de
Abajo, 5,4 km. El dngulo que forman Ciruelo de Arriba y Ciruelo de Abajo, desde Perales, es de 57°. ;Cudl
es la distancia entre Ciruelo de Arriba y Ciruelo de Abajo?

Solucién: | d= 4.6 km |

A A
3 Conocemos b=17m, ¢=11m, A =113° Calcula B. (Recuerda, primero has de calcular a).

Solucién: | g = 23,58 m; B=41°34"'21"




